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Sprachverarbeitung: Musterlésung zur Ubung 14

Formale Sprachen und Grammatiken

Aufgabe 1: Chomsky-Sprachtypen

Welche Regeln die verschiedenen Grammatiktypen enthalten diirfen, ist aus der Chomsky-
Sprachhierarchie (siehe Buch Seite 142) ersichtlich.

a) Eine mogliche Typ-3-Grammatik G, zur Sprache
L, ={w € V} | w enthélt mindestens funf a’s}
mit L(Ga) = La ist Ga = (VN,VT,P, S), wobei VN = {A07A17A27A37A4,S} und

P={S —aA4|bS|cS
A4 — CLA3 | bA4 | CA4
Ag — aAQ ‘ bAg ‘ CA3
AQ — CLAl | bA2 | CA2
Al — aAO ‘ bA1 ‘ CA1
AO —>CLAO|bA0|CAO|€}.

b) Wenn es in der Sprache L kein einziges Wort gibt, welches das Terminalsymbol ¢ enthélt,
dann #ndert sich an der Sprache L; nichts, wenn die Menge der Terminalsymbole auf
V1, = {a, b} reduziert wird.

Eine Typ-2-Grammatik Gj zur Sprache

Ly = {w € V}} | w enthélt mehr a’s als b’s, aber keine ¢’s}
mit L(Gp) = Ly ist also beispielsweise G, = (V, Vr,, P, S), wobei Viy = {X, S} und

P={S — XaS|XaX
X —aXbX |bXaX|e }.

Die Idee dabei ist, dass durch die X-Regel jeweils Paare der Terminalsymbole a und b
generiert werden, wobei die Paare in jeder beliebigen Reihenfolge auftreten kénnen und
auch von anderen Symbolen unterbrochen werden. Die S-Regel produziert diejenigen a die
iiberzahlig sind.

Selbstverstiandlich konnte man fiir die Sprache L; auch eine Typ-1-Grammatik schreiben,
namlich G} = (V, Vg, P, S), wobei Vy = {4, S} und

P={S —aA
A — AAlablale
ab — ba

ba — ab }.



Sprachverarbeitung: ~Musterlosung zur Ubung 14 2

Obwohl es Regeln mit mehreren Symbolen im Regelkopf gibt, und Gj somit eine Typ-1-
Grammatik (kontextsensitiv) ist, ist L keine Typ-1-Sprache, weil es eine Typ-2-Grammatik
Gy mit L(Gp) = L; gibt und damit gilt: L, € Lo .

c¢) Eine mogliche Typ-1-Grammatik G, zur Sprache
L. ={w € V}} | w enthélt doppelt so viele a’s wie ¢’s, mehr a’s als b’s und mehr b’s als ¢’s
mit L(G.) = L. ist G. = (Vn, Vp, P,S), wobei Viy = {4, S} und

P={S5 — aaaabbbcc|aaaabbbecA
A — aabc|aabbe| AA

ab
ac
ba
bc
ca

cb

— ba
— ca
— ab
— cb
— ac

— be }.

Hier erzeugen die S- und A-Regel zuerst einmal Worter mit der richtigen Anzahl von
Terminalsymbolen. Die iibrigen Regeln erlauben dann eine beliebige Permutation der Ter-
minalsymbole und erzeugen dadurch jedes erlaubte Wort.

Die Regeln der Form ab — ba sind zwar nicht kontextsensitiv, aber G, ist monoton, ei-
ne fiir Typ-1-Grammatiken notwendige und hinreichende Bedingung. Somit ist G, eine
Typ-1-Grammatik (kontextsensitiv) — L.= L(G.) € L;.

Aufgabe 2: Ableitungsbaum mathematischer Ausdriicke

Die Ableitungsbéaume der gegebenen mathematischen Ausdriicke konnen fiir die gegebene Gram-
matik (ist mit der Grammatik von Aufgabe 1 der Ubung 15 identisch) auch mit dem Parser von
Ubung 15 erzeugt werden. Die Resultate sind dann:

a) (a+0b)*a b) a+bx*a
EXP EXP
———— TERM —‘7 TERM  PLUS EXP
+
FAK MULT  TERM FAK TERM —
kL1 EXP kL2 FAK IDENT FALK MULT  TERM
( ) 3 ‘ *
TERM PLUS  EXP IDENT IDENT FAK
+ a ]
FAk TEREM IDEMT
a
IDENT FAK
4
IDENT
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Der Ableitungsbaum b) zeigt, dass zuerst der Term b % a ermittelt werden muss, weil dieser
benotigt wird, um die Summe aus @ und diesem Term zu bestimmen. Die Baumstruktur entspricht
also genau der Prézedenz, also dass die Operation % gegeniiber der Operation + den Vorrang
hat.

Im mathematischen Ausdruck a) bewirken die Klammern, dass die Priazendenz lokal ausser Kraft
gesetzt wird, was sich selbstverstandlich im Ableitungsbaum &ussern muss.

Aufgabe 3: Grammatik fiir mathematische Ausdriicke
In mathematischen Ausdriicken mit den Operationszeichen 4+ und * miissen nur dort Klammern
gesetzt werden, wo eine Summe als Faktor in einem Produkt gebraucht wird. An der gegebenen

Grammatik G sind demnach die folgenden Anderungen nétig:

- eine neue Regel fiir die Summe Sum einfligen,

eine neue Regel fiir das Produkt Prod einfiigen,

die Term-Regel dndern (ein Term ist entweder eine einfache Grosse oder ein Produkt),

die Faktor-Regel andern (ein Faktor ist entweder eine einfache Grosse oder eine Summe in
Klammern) und

die Regel fiir den Ausdruck Fzp anpassen.

Die resultierende Grammatik ist dann Gy, = (V, Vp, P, S) mit:

Vi, = {Exp, Sum, Term, Fak, Ident}
P = {Exp — Term|Sum,
Sum — Term+ Term | Term + Sum
Term — Ident | Prod
Prod — Fak * Fak | Fak  Prod
Fak  — Ident | (Sum)
Ident —alblc }.
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Anhang: Beweisskizze fiir Aufgabe 1b

Es ist oft nicht einfach zu beweisen, dass eine Grammatik eine bestimmte Sprache beschreibt. Das
Fiihren solcher Beweise ist auch nicht Teil der Vorlesung. Fiir diejenigen, die sich trotzdem dafiir
interessieren, wie ein solcher Beweis aussehen konnte, wird hier eine halbformale Beweisskizze
fiir Aufgabe 1b aufgefiihrt. Es handelt sich dabei nicht um Priifungsstoff.

Es ist zu zeigen, dass L(Gp) = Ly. Dies ist genau dann der Fall, wenn sowohl L(Gy) C Ly als
auch L(Gp) 2 Ly.

Nachweis von L(Gp) C Ly

Zu zeigen ist, dass die Grammatik G nur solche Worte produzieren kann, die mehr a’s als b’s
enthalten. Dies ist auch ohne formalen Beweis ersichtlich: Das Nichtterminalsymbol X produziert
nur Worte, die gleich viele a’s wie b’s enthalten. Das Startsymbol S produziert mindestens ein
a, ansonsten aber nur Nichtterminalsymbole X.

Nachweis von L(Gyp) 2O Ly

Zu zeigen ist, dass jedes Wort w, das mehr a’s als b’s enthilt, auch von der Grammatik G
produziert werden kann.

Es ist moglich, jedes Wort w = c¢yco ... ¢, das mehr a’s als b’s enthélt, in eine Folge
X1aXy...X;_1aX; zu zerlegen, wobei die Symbolfolgen X; jeweils gleich viele a’s enthalten
wie b’s. Um dies zu zeigen, definieren wir eine Funktion f, die flir ein Wort z1 xo ... z; die
Anzahl der a’s minus die Anzahl der b’s berechnet:

k
. A . | +1 fallsz=a
flxrazg .. xp) = E 5(x4), wobei 6(x) = { 1 fallsz=b

i=1

Wir betrachten nun den Fall ¢; = b. Es gilt nun einerseits, dass f(cjc2 ... ¢,) > 1, andererseits
ist f(c1) = —1. Da f bei Hinzunahme eines weiteren ¢; entweder um eins grosser oder um eins
kleiner wird, muss es ein m geben, so dass ¢, = a und f(cica ... ¢p—1) = 0. Dies ist in der
folgenden Figur illustriert:

C; ‘ Cc1 = b Co Cm—1 Cm — Q Cn
flerea..oa) | —1 0 1 >1
Die Symbolfolge ¢y ca, ... ¢, kann also zerlegt werden in einen Préfix ¢ co ... ¢ _1, der gleich
viele a’s wie b’s enthélt, ein Symbol a, und einen Rest ¢p,41 ... ¢,), der mindestens soviele a’s

wie b’s enthélt. Im Fall ¢; = a ist eine entsprechende Aufteilung mdglich, wobei der Prifix leer
ist (d.h. m=1).

Falls der Rest mehr a’s als b’s enthélt, kann er auf analoge Weise zerlegt werden, so dass wir
schliesslich die gesuchte Zerlegung w = X1aX5 ... X;_1aX; erhalten.

Es ist nun leicht einzusehen, dass die Grammatik Gy korrekt ist: Das Startsymbol produziert alle
moglichen Sequenzen der Form XaX ... XaX, und das Nichtterminalsymbol X produziert alle
moglichen Buchstabenfolgen, die gleichviele a’s wie b’s enthalten. Letzteres miisste natiirlich erst
noch bewiesen werden, beispielsweise wiederum mit Hilfe der Funktion f und durch Betrachten
von Prifixen.



